Hoofdstuk 15: Continue dynamische modellen

§15.1 Dynamische modellen

Opgave 1:
a op[10,20]: 4L =330 =_16 °C/min
op [20,30]: 4L =232 =-0,8 °C/min
b. op[010]: 4-=-4
dus [%],:5 =-4
op t=>5 geldt: T =22 =70
dus 4L = ¢(T — 20) wordt
—4=¢(70-20)
c¢=-0,08
c. [10,20]: 4L=-16
t=15dan T =23 =42
-16=c(42-20)
¢ =-0,073
[20,30]: 4L=-08
t=25dan T =3%2=30
—0,8=¢(30-20)
c¢=-0,08
d ¢=2%00E0% — 0,078

ar — _0,078(T — 20)
ar — _0,0787 +1,55

5 <

Opgave 2:
a. asjedetijdseenheid verandert, dan krijg je een ander model

b. opr=% isT =197 en &L =1420 - _36
—36=c(197 -15)
c=-0198
4 — _0,198(T —15)

dt

Opgave 3:
a ‘L=¢T-12)
t=5dan T =18 =097 en &L =220 = 0,6
-0,6=c(97-12)
¢ =-0,007
4L = —0,007(T -12)

b. t=% dan 7=97 en 4 = %1% — 35

—-36=c¢(97-12)
c=-0,424
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= —0,424(T —12)

Opgave 4:
a t=23danT=
0,56 =c(8,4— 21)

=84 en 4L =231 =056

¢ =-0,044
4L = —0,044(T - 21)
b. op[510]:

t=7%dan T =2%22=10,95 en £ =128 -0,46
0,46 = ¢(10,95— 21)

¢ =-0,046

op [20,30] :

t=25dan T =423=16,35 en £ =122 -0,21
0,21=¢(16,35- 21)

¢ =-0,045

Opgave S:
“’—N:c-N
t=-L dan N =10° +2-10° =1,002-10°

120

4 =4 =24.10°

2,4-10% = ¢-1,002-10°
c=024
= 0,24N

Opgave 6:

a L=c.y

t=13 dan v=22 =27 en & =X =1/,
—1=c-27
¢ =-0,037
@ = —-0,037v

b. =g danv=277 en &= ?z—ao% per minuut
-60=c-27
c=-222

=-2,22v metvin 7/ entin minuten

dz

Opgave 7:

opt=0isZ=5000g

instroom: 0,59

aser Z gram zout in het vat zit dan is de uitstroom 0,5-%; = 0,0005Z

dus % =0,5-0,0005Z
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Opgave 8:
a 36, =107

F, =F, dus c-10* =50
c=05
b. 24wy =62/
F, =05-(62)* =22,2N
F,=F,-F, =50-22,2=278N
C. F=m-a
27,8=100a
a=0,278",
d. F,=F,-F, =50-05"
50-0,5v* =100- 4
4 = 0,5-0,005v°

Opgave 9:
De grenswaarde wordt bereikt als F, =0

120-10v2 =0
—-10v% =-120
v2 =12

v=4/12 =23

Opgave 10:
a =0 geeft 5y(10-y)=0
y=0 v y=10
voor 0< y <10 geldt & >0
dus de grafiek stijgt
b. % <0 dusdegrafiek daalt
c. ads2<0dusvoor y(0)<0 v y(0)>10
daalt de grafiek

Opgave 11:
a §=3y-y°=0 y
y(8-y)=0

y=0 v »=3

. dy
voor O<y<3is >0

dus de grafiek stijgt 1
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b. voor y>3is% <0

dus de grafiek daalt
C. %<OdUSy(O)<O v y(0)>3
d y0)=0 v p0)=3

Opgave 12:

a F,=F,-F, =882—%V2
F=m-a dus 882—1v? =90- &
@ — 9,8-0,0028v*

b. % =98-0,0028v* =0
—0,0028v* =-9,8
v? = 3528

v = /3528 = 42./2 = 59 4

Opgave 13:
a F,=F—-F, —F, =50-1v’ -4y
F =m-a geeft 50—1y? -4y =125.2
@ = 0,4-0,002v? - 0,032y
b. £=0
—0,002v* -0,032v+0,4=0
v +16v-200=0
y = 265108 _ g oBmiy/ = 29,7k
dus de snorfietser kan harder dan 25%/

c. “4=04-0002-5-0,032-5=0197,
d £>0
dus de grafiek stijgt

40

20

-—'-“'--‘__.

===y =3

v=4242

= -8+ 2466

e < <0 dusdegrafiek daalt

v=-8+ 266
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Opgave 14:
a F,=c-v’=2670v"

F, = F, — F,, = 600000 - 2670v*
F =m-a dus 600000 - 2670v* = 3500000 &

dv _ 6 267 VZ

dt — 35 350000
dv _ 6 267 4,2 _
b. E_O dUSE 350000V —0

267 1,2 _ _ 6
350000 © 35

vZ = 2247
v=150
c. F,=-F,—F, =-600000-2670v*
F =m-a dus — 600000 - 2670v* = 3500000 4

dv 6 267 2
dr — 35 350000

d. F,=-F+F, =-600000+ 2-2670v* = —600000 + 5340v>
F =m-a dus —600000+ 5340v* = 3500000 £-

267 2

=% T TV
e. bij vooruit varen is de formule van de asymptoot v =15,0
bij het afremmen neemt de snelheid af tot O, daarna gaat het schip achteruit varen
bij het achteruit varen is de asymptoot:
S=—gt 172562;)0"2 =0
267 ,,2 _ 6
175000 ¥ T 35
v =112,4
v =10,6 achteruit dus v = -10,6
Vv ! |
—————————— ——/—K—»_-—- B e —-———-———--H-m-—-g——-- Fem——m———r =150
o \\*‘ t
‘-\_ 77777
‘-*-—___‘_‘_‘—_._q-‘—_—
————f—C=—f=—=—g-==o4 Y ey g e SoEgE T Er :T:::__“_.._.mv:,m‘s
Opgave 15:

a <=0 voorH =300
3002(1-¥) =0
a=0 v 3P=1
a=0 v b5=300
a =0 vervalt want dan is <. = 0 en dus kan de zonnebloem niet groeien.

a <0 vervat want danis 4 < 0 dus wordt ze zonnebloem korter
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dusa>0 A b=300
b. 10a(1-%)=0,5 en 50a(1-22) =3
10q — 1%« = 0,5 en 50a — 2%« =3
250q — 204 =125 en 50q — &0 =3
2000 250a 125
dus 50a — 250a +12,5=3
—200a =-9,5
a =0,0475
18 =11,875-125
® - _0,625
b=-190
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15.2 Differentiaalvergelijkingen

Opgave 16:
d
a |.7yz 02 — -5

l%(fz,z):_7
[%(4,—1) 2

b. —y+t-3=0
-y=—t+3
y=t-3

c. ¥=—y+t-3<0
—y<-t+3

y >t —3 dusale punten boven de bij opgave b getekende lijn

Opgave 17:
a
Yy |1 -11]0 1 213|415
% -3|-2]1-1/011(2|3
b. I%J(-&Z):O
y =c door (-3,2)
c=2dus y=2
c. ¥=y-2=3
y=>5
5=3-7
-3 =-12

t = 4 dus A(4,5)

Opgave 18:

2 =0voor y=0 A y=4duslvataf
as 0< y<4 dan & <0 dusdit geldt aleen voor Il

Opgave 19:
a

T ¥ ¥ ¥
1 i | 1 t \ i

—— 1,

B

S
.
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b. £=3;32+3=3

2¢t—y* =0 maar ook geldt y =3¢ dus

2t-9%*=0
t(£-9)=0
t=0 v =3
t=0 v t=%
y=0 v y=5
A(0,0) of A(%,+

c. dst=4dan2=0
1,2—y2+3=0
y2=4,2
y=v42 v y=-/42

d &=-3; 3213=0

2
Yy =3t+3
Opgave 20:
a B e e e B 1
' ! A ! i /t’ 1 t
I I ,
7/ F / / ! I I 1
+ - s ’ ’ / 7 7 !
I~ ,/

~

CyE—i-s

b. datisdelijndoor (-1,0) en (,—1)dus

y=-3t-3%

c. L=lt+y=2energeldtook y=2t+7

Tt+2+7=2

Opgave 21:
dy t+y
—:—:O
dt t—-y
t+y=0
dus y =—t
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Opgave 22:
Opgave 23:
Opgave 24:
Opgave 25:

Opgave 26:
a s

B
1
u/\

b. ads 1< y<3danligtdegrafiek boven de horizontaleasdus f(y) >0

dus % >0
c y<l v 3<y<5b

d. y=3invullenindedv geeft: £ =0
y = 3 differentiéren geeft: £ =0

beide afgeleiden zijn gelijk, dus y = 3 is een oplossingskromme

Opgave 27:

a  f3(»)=0 geeft (1-%)1-3)=0

1-2=0 v 1-3=0
~%=-1 v -%=-1

y=10 v y=3

y =3 ishorizontale asymptoot as:

y(0)<3 v 3<y(0)<10

b. y =10 voldoet aan de differentiaalvergelijking
dus 2 = (1-19)(1- 1) = 0 voor elke 4 met 4 =0

y =10 isniet stijgend

dus er zijn geen waarden van A waarvoor ale
oplossingskrommen stijgend zijn

¢ fs(0)=(QA-5%)1-5)=0
1-5=0 v 1-5=0
y=10 v y=5

¥

+ 0+ + + o+ + o+ o+ o+ o+
+ 0+ + o+ o+ + o+ o+ o+ o+

+ + + + + + o+ + o+ o+
+ 0+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ %
+ + + + + + + o+ + o+

t
+ o+ + + 4+ o+ o+ o+ o+ o+

+ 0+ + o+ o+ o+ o+ o+ o+ %

:'-!‘/;}//-w-+++++
2d—r"3 e e w w

+ o+ F o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ + + + + + + + + o+

+ o+ o+ o+ o+ + o+ o+
+ o+ o+ + o+ o+ o+ o+

+ o+ + o+ o+ o+ o+ o+ o+
+7+ + + + + + o+ 4+ o+

A T S
+ o+ o+ + F o+ o+ o+ o+ *

e e N T A T
+ 0+ o+ + o+ o+ o+ + o+ o+
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A>10 A <10 A=10
y =10 iswel HA y=10 isgeenHA  y =10 iswel asymptoot

Opgave 28:

b. 157 =471 en 167 =50,3

het tekenoverzicht tussen 157 en 167z
is hetzelfde alstussen 7 en 27

dus de oplossingskromme daalt

dus y =157 isH.A.

o iz =3

y=3t+b door (4,+7)

tr=2+b
¥
b=im-2
y=3t+in-2 S o m oo
3 B
Ongave29: 2 ++++ ++++++++++++++++
a (y*-9cosy=0
y2=9 \ COS)/IO ___-___-_“_W_~_ﬁ_ﬁ_k_
y=3 v y=-3 v y=in+kn TETRREE AR o5
-1 - - - - - - - - -
— 'SHW_ = = =
|. J(60) 9 Y
y:—9t+b door (6,0) +++++++++++++++++++++
0=-54+b pES———————
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b=54
y=-9+54
c. aAs-3<y(0)<—-37n v —-in<y(0)<3ir

Opgave 30: ,

a. asdeoplossingskromme stijgend isdan moetje | - - - - - - - - - -
het hiernaast getekende tekenoverzicht hebben -
dus f, (5) > Of i T
~2545p-3>0
5p > 28 R S R e e
p>56 -0

b. |2] s =-256+16p-3=16p -259=2
16p = 261
p =165

c. degrafiekvan f, (y) = —y? + py — 3 iseen bergparabool, dus voor elke waarde van p zijn

er waarden van y waarvoor geldt: 2 <0
dus er is geen waarde van p waarvoor alle oplossingskrommen stijgend zijn
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§15.3 Oplossingen van differentiaalvergelijkingen

Opgave 31:
a L=2a+b)+t-3en L=
b =2at+2b+t-3en L=

D~ (2a+1)t+2bh—3 en L =

2a+1=
b. dus{aJr 0

2b—-3=a
2a =-1
a=-3
2b-3=-3%
2b=21
b=1%

c. y=e”-ir+1l
invullenin dedv geeft: & =2(e* —~1¢+13)+¢-3
=2e% —t+21+¢-3

_ Zz_l
=2e >

de oplossing differentiéren geeft: 2 = 2¢* —1 dus het klopt

Opgave 32:
y=at+b differentiéren geeft: 2 =q

y=at+b ivullenindeadv geeft: 2 =¢> —t(at +b)+1(at +b)* -1

dy _ 2 2 1.,2,2 1 172 _ 1
dus & =t"—at” —bt+%a"t” +3abt + b —;

4
=(1-a+ia®)’ +(b+iab)t+ib* -1

l-a+ia®=0

-b+%ab=0
1p?—1=g4
a’-4a+4=0
(a-2)*=0
a=2
1p?-1=2
1023
b* =9
b=3 v b=-3

dus y=2r+3en y=2r-3
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Opgave 33:

als yl(t):§ dan %z_:_f
-2.% -z
invullenin D, geeft: % = tt - tt :_7_32
t

ds y,(1)=3e' +t*+1dan L =3e' +2¢

invullenin D, geeft: & =3¢' +1* +1-¢* +2t-1=3¢' + 2¢
as y,(f) =—¢' -1dan & = —¢'

invullenin D, geeft: & =—¢' ~1+1=—¢'

Opgave 34:
a y=b

differentiéren geeft: 2 =0
invullen geeft: & =p-1p%=0

b(l-1b)=0

b=0 v 1-1h=0

b=0 v b=4

dusdeoplossingen zijn: y=0en y=4
b. L

: -

.
11 »e
| —1 —
3 =T o0 r ¢
< -2p——h \
| AL

c 4
Y 1+e”

invullengeeft; 41 16 _Adve) 4 4’

d l+e” @+e")* (@A+e’) (@A+e)” (@Q+e)
differentiéren geeft: @ = 9=% "¢ _ 4 qqpiopt
d ([A+e™) @A+e™)

Opgave 35:
a y=at+b

differentiéren geeft: & =
invullen geeft: £ =1¢t+at+b+1=(+a)t+bh+1
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a=-1
b+l=-3
b=-11

b. invullengeeft: £ =1t+c-e' —1t-11+1=c-e' -1
differentiéren geeft: 2 =c-e' —1 dusklopt

c. tasrakendus2=0 A y=0
D=0 geeft cre' -1=0

y=0geeft 1-1;-11=0

Opgave 36:

a M(2-)

b. (¢t-2°+(y+1)*=18
2t-2)dt+2(y+1)dy =0
20y +Ddy =-2(t — 2)dt
dy —-(t-2) 2-t
dr y+1 - y+1

c. r=+22+72 =453
(t—2)%*+(y+1)? =53
2t-2)dt+2(y+1)dy =0
2(y +Ddy = —2(t - 2)dt
dy —-(t-2) 2-t
dr y+1 _y+1

Opgave 37:

a L=-1(T-18<0
T-18>0
‘T>18

b. \’

Oy

|
{

\ AU LSRN AR U Y AU
h
|
L
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c. T=18+67¢°"

invullen geeft: € = -0,1- (18+ 67¢ > —18) = —6,7¢ ¥
differentiéren geeft 4L = 67.-01e™*" = -6,7¢ %"

dt

L Y

e. differentiéren geeft: < =g--0le*" =-01g-e "
invullen geeft: < =-01-(p+q-e " -18)=-01p +18-01g-e "

-01p+18=0
Con o
-01p=-18
p=18
T(t)=18+q-e "
T(0)=18+¢g=5
qg=-13

Opgave 38:
v () =11¢% +5 dus 2+ = 3

y,(¢) =5¢¥ dus 22 =5.3¢% =15¢*
y,(t) = 3t* dus 22 = 6

v, () =e* +2 dus Ls = 3¥

ys(t) =14¢* —6 dus L5 = 3

ve(t) = =3¢ dus Lo = -3.3¢% = -9¢”
a y eny;zjn oplossmgen van D,
b. y, en y, zijn oplossingen van D,

Opgave 39:
a y@®)=G()+c

differentiéren geeft' b G'() = g (1)
invullen geeft = g(¢) dusklopt

b. y@)=c-e”
differentiéren geeft: 2 =c-ae” =a-ce”
invullen geeft: 2 =a-ce” dusklopt
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Opgave 40:
a L=cog(t)+t*+5

y(t)=sin(t) +i* +5t+c

d
b. =02y
1
—dy =0,2dt
Y
Iny|=02r+¢,
|y| — eO,Zt+cl — eO,2t . ecl =c,- eO,Zt
y=c eO,Zz
o b5
dt y
y2dy = 5dt
1y®=5t+¢,
y®=15t+c¢
dy _1-t¢
dt y-3

(v—=3)dy =(1—-1t)dt
3(r=3° =311 1+
A= +3(r-3" =¢,
1-0)°+(y-3)°=c

Opgave 41:
dy _ 6t
dt  y+1
(y+1)dy = 6rdt
%(y+1)2 =3’ +c,

(y+1)2 =62 +c

dy 1
dt t-y°
yidy = %dt

y :3|n|t|+c
dy 2, .2

C. —=t"+t
di 4
dy 2
— =171+
” 1+y)
idy:tzdt
y+1

In(y+D) =1t +¢,
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13 1,3
=e® et =¢c, e

+ep

y+1:e%t3

y=—1+c-e%t3
dy
d = =@1+y)e
i 1+y)

1
——dy=eé'dt
y+1
In(y+) =e' +¢,
y+l=etr=¢ e

y=-1+c-e

Opgave 42:
a (0= 5¢° =5

differentiéren geeft: <L =5.—¢ ' = -5e™

dt

invullen gesft: %:—_1.1:—_1.56_t _T%e
R'C R'C R.c
dusR-c=1
b. £=2.7=-01
l-af[:—O,ldt
1
In/ =—-,01t+¢,

] = e 0ra _ oL 0N
I(2)=c-e%*=3
c=3"2=3-%e
1(0)=c-e® =c dus 1(0)=3-%/e
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15.4 Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde

Opgave 43:
a y=at’+bt+c

differentiéren geeft: % = 2at +b
invullen geeft: & =2(at® + bt +c) —4° + 4
=2at® +2bt +2c — 4 + 4t
=2a-8t* +(2b+dt + 2
20—4=0
2a=2b+4
b=2c
2a=4
a=2
4=2b+4
b=0
c=0
y=2t*
b. =2y
y=c-e?
C. y=c-e+2°
differentiéren geeft: & = 2c-e* + 4t
invullen geeft: & =2(c-e® +2¢%) — 4t + &
=2c-e” + 417 — 417 + 4t
=2c-e” + 4t dusklopt

Opgave 44:
a y=a(t)+p()
differentiéren gesft: % =a'(t)+p' (&)= f@)-dt+ f(¢)- p(t)+ g(2)
invullen geeft: < = £(1)- (a(t) + p(t)) + g(t) = £ () - a(t) + £ (¢) - p(r) + g(r) Klopt
b. =70y
a(t)=c-e"?
differentiéren geeft: 2 = f(t)-c-e""
invullen geeft: 2 = f(£)-c-e"" dusklopt
c. y=al)+pt)=c-e" + p(r)
c-e"=y-p()

10
eF(t)

voor elk punt (¢, y) bestaat er precies één waarde van ¢ dus door elk punt (¢, y) gaat er
precies éen oplossingskromme.
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Opgave 45:
a L=_1y12-4

b1y geett y et

stel y=at+b

differentiéren geeft: & =

invullen geeft: & =—1(at+b)+2t-4
=—lat-1b+2t-4
—(~%a+2)t-1b-4

Q

I Sl Nl Nl

|
=
o))

y =4t —16 iseen particuliere oplossing
dUSy:c-e_%t+4t—16
b. £=6-2y
y =3 iseen particuliere oplossing
&= 2y geeft y=c-e™®
dus y=c-e® +3
C. 2=2y-4+6
D =2y geeft y=c-e”
stel y=at+b
differentiéren geeft: 2 =
invullen geeft: & = 2(at +b) — 4t + 6
=2at+2b—-4t+6
=(2a-4)t+2b+6
2a-4=0
2b+6=a
2a =4
a=2
2b+6=2
2b=-4
b=-2
y =2t -2 iseen particuliere oplossing
dus y =c-e* +2t—2
d <=-1(T-21)
T =21 iseen particuliere oplossing

_1,
%z—l—loT geeft T=c-e ®
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dUST:c-eTl"t +21

Opgave 46:
a 2=2y+cost

& =2y geeft y=c-e”

stel y = Asint + B cost

differentiéren geeft: % = 4cost — Bsint
invullen geeft: 2 = 2(A4sint + B cost) + Cost

= 2A4sint + 2B COSt + COSt
=24sint + (2B +1) cost

24=B

{2B+1:A
2(2B+1)=-B
4B+2=-B
5B =-2
B=-1

A=
y=1<sint—Zcost iseen particuliere oplossing

[GI

dus y =c-e” +1sint—2cost

b. %=—3y—sint
b =3y geeft y=c-e™
stel y = Asint + B cost
differentiéren geeft: % = 4cost - Bsint
invullen geeft: & = -3(asint + Bcost) —sint
=-34sint—3Bcost —sint
=(-34-1sint—3Bcost
-34-1=-B
-3B=4
-3--3B-1=-B
9B-1=-B
10B=1
B=%
A=-3
y =—-+SiNnt+:cost iseen particuliere oplossing
dus y=c-e™® —3sint+ 4 cost
c. %=4y-cost
& =4y geeft y=c-e”
stel y = Asint + B cost
differentiéren geeft: % = 4cost — Bsint
invullen geeft: 2 = 4(4sint + B cost) — cost
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=44sint + 4B cost — Cost
=44sint + (4B —1) cost
44=-B

{4B—1:A

44B-1)=-B

16B-4=-B

17/7B=4

B=4

A=-%

¥y =—1-Sint + s+ cost iseen particuliere oplossing

dus y =c-e* —Lsint+-4cost

d. 2 =1y+2sint-3cost

o)y gedtt y=c et

stel y = Asint + B cost

differentiéren geeft: % = 4cost - Bsint

invullen geeft: 2 =1(A4sint+ Bcost) + 2sint — 3cost
=1 A4sint+3Bcost + 2sint — 3cost
=(34+2)sint+ (3 B—-3)cost

=-3%sint—Zcost iseen particuliere oplossing

lt .
dus y =c-e? —3isint—Zcost

Opgave 47:

a 2=2y-3
D =2y geeft y=c-e”
stel y=4-¢'
differentiéren geeft: & = 4-¢'
invullen geeft: 2 =24-¢' -3¢’ = (24 -3¢’
24-3=4
A=3
y =3¢’ iseen particuliere oplossing
dus y =c-e* + 3¢

b. % =10y -5
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4 =10y geeft y=c-e”

stel y=4-¢'

differentiéren geeft: 2 = 4-¢'

invullen geeft: 2 =104 -e¢' —5e' = (104 - 5)e’

104-5= 4
94=5
A=3

9

y=2e" iseen particuliere oplossing
dus y=c-e'” +5e'

dy _

t
C. —=-2y+e

b= 2y geeft y=c-e™®
stel y=4-¢'
differentiéren geeft: 2 = 4-¢'

invullen geeft: 2 =-24-¢' +e' = (-24+1)e'

t

y =+e' iseen particuliere oplossing
dus y=c-e™ +1ie
d 2=11y+2¢
13y geeft y—c-e¥
stel y=4-¢'
differentiéren geeft: 2 = 4-¢'
invullen geeft: & =11 4-¢' +2¢' = (11 4+ 2)e’
114+2=4
14=-2
A=-4
y =—4¢' iseen particuliere oplossing

_ o t
dus y=c-e? —4e

Opgave 48:
a 2=2y+4t-2
D =2y geeft y=c-e”
stel y=at+b
differentiéren geeft: & =
invullen geeft: & = 2(at + b) + 4t — 2
=2at+2b+4t-2
=(2a+4t+2b-2
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{2a+4=0

2b—-2=a
2a =—-4
a=-2
2b—-2=-2
b=0

y =—2¢t iseen particuliere oplossing
dus y=c-e* -2t

b, Z=1y+4e*
& =1y geeft y=c-e”

stel y=4-e”

differentiéren geeft: & =24-¢*

invullen geeft: & =14-¢% +4e” = (L 4+4)-”

TA+4=24
~1i4=-4
A=22

y =22¢* iseen particuliere oplossing

_ 3 2 2
dus y =c-e? +2ze

c. 2=-3y+sn()
& =3y geeft y=c-e™®
stel y = Asin(2¢) + B cos(2¢)
differentiéren geeft: % = 24 cos(2f) — 2BsSin(2r)
invullen geeft: % =-3(Asin(2t) + Bcos(2t)) +sin(2t)
=-34sin(2¢) — 3B cos(2¢) + sin(2¢)
= (-34 +1)sin(2s) — 3B cos(2t)

{—3A+1=—ZB

vy =+=8in(2r) — 4 cos(2t) iseen particuliere oplossing
dus y =c-e™¥ +2sin(2r) — 2 cos(2s)
d 2=-2y+2* -4
b =2y geeft y=c-e™
stel y=at’ +bt+c
differentiéren geeft: % = 2at +b
invullen geeft: 2 = —2(at® + bt +c) + 2t> — 4
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=-2at* —2bt —2c + 2t* — 4¢
=(—2a+2)t* +(-2b— 4t -2

y=t° -3t +135 iseen particuliere oplossing
dus y=c-e® +1* -3 +13

Opgave 49:
a % =-y-3

y =-3 iseen particuliere oplossing
%z—y geeft %:c-e_’
dus y=c-e"' -3

y(0)=c-3=1
c=4
y(t)=4e" -3
b. y(0)=c-3=0
c=3
y()=3e" -3

y(1) =3¢ —3=-3+2 dushet punt (1,—3+2) ligt op de oplossingskromme
c. y(3)=c-e*-3=1

c-e’=4

c=4e°

y(t)=4e®-e" -3=4e>" -3

y(a) = 4e** -3=8

4e¥ =11
e =22
3—-a= In(Z%)
a=3- In(Z%)
Opgave 50:

a ‘4 =-0,0357 -18)
T =18 iseen particuliere oplossing
4 = _0,035T geeft T =c-e *™
T=c-e %% 118
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T(0)=c+18=5
c=-13
T =-13"%" +18
b. T(5)=-13"""+18=7°C
c. —137% +18=15
—13e70035 _ _3

-0,035¢
e 3

—13

0,035 = In(2)
=) g2

-0,035

Opgave 51:
a 4L =-0,03(T -150)

T =150 is een particuliere oplossing
4L — 0,037 geeft T =c-e o™

dt

T=c-e”™ +150
T(0) = ¢ +150 = 20
c=-130

T =-130-¢ %% +150
—~130e %" +150 =100
—130e % =50

-0,03
e S

13
~ 0,03 =In(3)

In(l%)

t = =505 = 319 dus na 32 minuten
b. <L =-0,001(7 —-150)
T =150 iseen particuliere oplossing
4L = —0,0017 gesft T = c-e 0
T=c-e”® +150
T(32) =c-e®% +150 =100
c-e %% — _5o
c = —50e%%*
T =-50e%% . ¢ %% 1150 = —50¢%% %% 1150
—50e%%# 0%V +150 = 120
— 500820001 _ 3
e0,0SZ—0,00lt — 0 6
0,032 - 0,001z = In(0,6)
— 0,001z = In(0,6) — 0,032
t =543
dus het duurt nog ongeveer 543—-32 =511 minuten

Opgave 52:
a L=07N geeft N=c-e*"
N(0) =¢=1000
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N =1000e*"
b' [%]N:lOOOO = 6825
[%]N:ZOOOOO = 70000
[%]N:SQOOOO = 6825
. 2-07N. 400000-N _ 0,7N
400000 400000
Opgave 53:
a y-Sdmi--L
u
o oa_ L a
dt ~ du dt T uz dt
b o__1 a4 dus & = % . &
. dt uz dt dr dt
y:ldUSu:1
u Y
. » 1 1 1
invullen geeft: 4 =——-y(l-y)=-—+1=~(=-1) =—(u-1)
y y y
u =1 iseen particuliere oplossing
- —y geeft u=c-e”
u=c-e'+1
1 1
C. =—=—
u l+c-e”
Opgave 54:
a %:y2+%/
sel y="dan &=L
u u
oot a1 4
dt du dt u2 dt u2 u
= 14y
u =—% iseen particuliere oplossing
=y geeft u=c-e™
u=-i+c.e™
3 1 -4
y_—i+ce4t_1+c-éh
4 1
b. F=3y0-»)=3y-3»

1 p 1

_ y _
stel y=—dan o, =-—

u u
bt g L a1 1
di di di di
toa u> “ 2u 2u?
du — _ 1, 1
T U T3

(400000 - N) =175-10"° - (400000 — N)
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u =1 iseen particuliere oplossing
_1
- Ty geeftu=c-e 2!

_1,
u=1+c-e ?

1
y=——"2
l+c-e?
dy y 2
c. £=01y1-—)=01y-0,001
stel y:1 dan%z—iz
u u
o oa 1 g 01 0001
dt du dt 2 dt 2
u u u

4 = —0,1u + 0,001
u = 0,01 is een particuliere oplossing
= _0lu geeft u=c-e*"
u=001+c-e %

1 100

S 00l+c-e ™ 1+ c,-e ™

y

d 4 =0,0014(1- %) =0,0014 — 0,000054>

stel 4=1 dan %:—iz
u u
al_A_al_A.d_u:_i.%:0,0()]_.1_0,00005.i2

dt ~ du dt u2 u u
4 — —0,001u + 0,00005
u = 0,05 is een particuliere oplossing
4 — —0,001u geeft u=c- et
u=0,05+c-e >

3 1 20

0,05+c-e %™  1+c¢ - %

Opgave 55:
a L=2y*-10y

2
u

ﬂ_d_y.ﬂ__i.ﬂ_z.i_lo.l
dt — du dt T 2 dr T 2
u u u

sl y=2 dan -1
u

= —2+10u

u =+ iseen particuliere oplossing
= 10u geeft u=c-e'”
u=t+c-e”
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1 5

00 10
t+c-e” l+c e

t

b. 2 =1y+4e'—2dint
4 -1y gedtt y=c-e”
stel y=C-e' + Asint+ Bcost
differentiéren geeft: & =C-e' + Acost— Bsint
invullen geeft: & =1(C-e' + Asint + Bcost) + 4e' - 2sint
=1C-e' +14sint+3Bcost +4e' —2sint
=(3C+4)-¢' +(3A4-2)sint+1Bcost

y=8¢" +2sint+13cost is een particuliere oplossing
3 :
dus y =c-e? +8e¢' +2sint+13cost
C. %=3ty+6t
%=3t(y+2)
1
y+2
In(y +2) =1%¢* +¢

dy = 3dt

1124 11,2

y+2=e?  =c;-e?
y=—2+ cl-el%tZ
d 2=-2y+12y°

1 1
stel y== dan & =——
u u
1 1 1
d I u
7{:%.%:__2'%:_2'_4_12._2
u u u

= 2u—12
u = 6 iseen particuliere oplossing
du =2y geeft u=c-e”
u=6+c-e”

_ 1

C B+c-e?
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Opgave 56:

a %:y—Zy2
1 1
stel y:—dan%:——2
u u
o L a1 2
dt du dt 2 dt uz
= —y+2

dt

u = 2 iseen particuliere oplossing

- —y geeft u=c-e”

u=2+c-e’

3 1
2+c-e”’

1
0) =
¥(0) o
c=3

1
T3
1
b. y(0)=—-=2
2+c¢
22+c)=1
4+2c=1
2c=-3
c=-15
3 1
2-1le”
1 e 2e

1: = =
M= T T 21 2e-3

y

Opgave 57:

a 4 =c.N-(10000- N)
[2r] . =800c(10000 - 800) = 350

¢ = 4,755.10°

¥ — 4,755-10° - N - (10000 N)

= 0,4755N —4,755-10° - N?

stel N=1 dan ‘j’,—’j:—iz
u
1 1 s 1
AN AV == (0,4755- = - 4,755-10° - —
u u u

du = —0,4755u + 4,755-10°°
u =0,0001 is een particuliere oplossing
du — _0,4755u geeft u =c-e "™

u =0,0001+ c-e 24
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_ 1 _ 10000
0,0001+c- P ¢ ]
1(0) =200 _gng
1+c¢

800 + 800¢ = 10000
800c = 9200
c=115
10000
y = 1+11'5€7O,47551
¥(20) = 9991
10000
y = 1+11'5670,47551
10000
Y= 0,4755x
1+115e™
intersect geeft x =514
dusvanaf ¢t =514 zijn er meer dan 5000 zeeotters

y

= 5000

neem en y, =5000

Opgave 58:
a “L=6L-02L°

stel L= dan &=— L

2

u u
wow L a8 g5 1
dt — du dt uz dt_u ! uz
d— @y +0,2

u =4 iseen particuliere oplossing
o — 6y geeft u=c-e™

=Llic.e®
u—30+c e

1 30
L: 1 —t = —6¢
wtTce l+c -e
LO) = 30 =2
1+c
¢, =14
P
1+14e™

LE)-L(0)=432-2=232 cm
b. degrenswaardeis 30 cm

L= 0 — =29
1+14e7™
30
neem y, =——— en =29
T e 2

intersect geeft x =1,01 dusna7 dagen
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Opgave 59:

a <4 =0,00006N(5000-N)
=0,3N - 0,00006N *
stel N =T dan 2 =— 1
u u
1 1 1
N =AY e —u—z-% = 0,3.-;—0,00006-u—2
4 — —0,3u +0,00006
u = 0,0002 is een particuliere oplossing
= _0,3u geeft u=c-e®
u=0,0002+c-e¥
B 1 _ 5000
0,0002+c-e** l+c,-e
N(0) = 2% _ 4500
1+¢,
4500 + 4500¢, = 5000
4500¢, = 500
€ =3
_ 5000
1+ le 0¥
N(10) = 4972
b. degrenswaarde wordt nu dus 2500
4N = 0,00004N (2500 - N)
= 0,1N —0,00004N ?
sl N=tdan =1
u u
1 1 1
{l_ltv:fl_ll.%:_u_z.%:ol.;_o,ooom.u_z
4 — —0,1u + 0,00004
u = 0,0004 is een particuliere oplossing
@ ——0lu geeft u=c- e oY
u=0,0004+c-e ¥
B 1 _ 2500
0,0004+c-e %" 1+ - e o
N(0) = ﬂ% = 4972
l4+c,-e
4972+ 4972c, -e~* = 2500
4972c, - et = 2472
¢, =1351
3 2500
1-1,351e"%"
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2500

—— =4500
1-1,351e%"
neem 2500 en y, = 4500

N1 13510

intersect geeft x =111
dus 111-10=11 jaar na t =10 zijn er weer 4500 panda’s
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15.5 Differentiaalvergelijkingen van de tweede orde

Opgave 60:
a. detweede afgeleide is de hoogste afgeleide die in de differentiaal vergelijking voorkomt

b. y(t)=e"
y'=2A-e"
y"ZAZ oM
invullen in de dv geeft:
A2’ +51-eM +4e* =0
(A +51+4)-¢* =0
A2 +51+4=0 v e* =0 (k.n)
dus A +51+4=0
A+H(A+D)=0
A=-4 v A=-1
c. y(t)=A-e"+B-e™"
y'=—A-e' —4B-e™*
y'=A-e' +16B-e*
invullen in de dv gesft:
A-e" +16B-e ™ -54-¢" —20B-e ™™ +44-¢e" +B-¢ ¥ =0
0= 0 dusklopt
dus voor elke waarde van 4 en B voldoet y(f)= A-e™ + B-e™ aandedv

Opgave 61:
a y'+4y'+5y=0
y=e* dusy =A-e* eny" =1
invullen in de dv gesft:
A2-e* +41-e* +5e* =0
(A +44+5)-¢* =0
2442 45=0 v e =0 (kn)
D =47 —4.1.5= -4 dus geen oplossingen
b. A>+41+5=0
(A+2)?-4+5=0
(L+2)?%=-1
A+2=i v A+2=-i
A==-2+i v A=-2-i

t

Opgave 62:

2, isoplossingvan A? + pA+¢ =0 dusgeldt: 1, + pA, +¢=0
1, is ook een oplossing dus geldt: A,° + pA, +¢ =0
aAsy=4-¢” +B-e™

dan y'=A,4-e™ +A,B-e™

en y"=21°4-e™ +1,°B-e™
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invullen in de dv geeft:

oA +2,°B-e" + p(AA-e™ + A,B-e™)+q(Ad-e™ +B-e™)=0

A+ pA+q)-A-e™ +(L,° + pA,+q)-B-e™ =0

0= 0 klopt, dus alefunctiesvan devorm y(f) = A-e™ + B-e™ zijn oplossing van de dv

Opgave 63:
2, isoplossingvan A* + pA +¢ =0 dus geldt: /112 + pA, +q =0 enomdat het de enigereéle

oplossingisgeldtdat: x,, =5 =—3p=4, dus 4, +3 p=0 ofwel 24, + p=0
stel y=(A4+Bt)-e™
dan y'=B-e™ +(A+Bt)-A,-e™
en y"=B-A-e" +B-A e +(A+Bt)-2°-e™
=2B-A,-e™ +(A+B1)- A -e™
invullen in de dv geeft:
2B- A -e™ +(A+Bt)- 2™ + p(B-e™ +(A+Bt)-A,-e™*) +q(A+ Bt)-e™ =0
(A" + pA +q)(A+Bt)-e™ + B(2A, + p)-e™ =0
0-(A+Bt)-e” +B-0-¢" =0
0= 0 klopt, dus alle functies van de vorm y = (4 + Bt)-e™ zijn oplossing van de dv

Opgave 64:

A, =a+bi isoplossingvan A* + pA+q =0 dus (a+bi)* + p(a+bi)+q =0

a® +2abi —b* + pa+ pbi+q =0

a’ —b*>+pa+q+b(2a+p)i=0

a’-b*+pa+qg=0 A 2a+p=0wantb=0

a’-b*+pa+q=0 A p=-2a

a’—b*>-2a°+9=0 A p=-2a

g=a’+b*> AN p=-2a

A, =a—bi isoplossingvan A%+ pA+q =0 dus (a—bi)* + p(a—bi)+¢q =0

a® —2abi —b* + pa— pbi+q =0

a’ —b*>+pa+q-b(2a+p)i=0

a’-b*+pa+qg=0 A 2a+p=0wantb=0

a’-b*+pa+q=0 A p=-2a

a’—b*-2a°+9=0 A p=-2a

g=a’+b*> AN p=-2a

stel y(¢) = (A cos(bt) + Bsin(bt)) - e”

dus y' = (-bAsin(bt) + bBcos(bt)) - e + (Acos(bt) + Bsin(bt)) - ae”

= (—bAsin(bt) + bB cos(bt) + aA cos(bt) + aBsin(bt)) - e”

dus y" = (-b?Acos(bt) — b?Bsin(bt) — abAsin(bt) + abB cos(bt) - e“ +

(—-bAsin(bt) + bB cos(bt) + aA cos(bt) + aBsin(bt)) - ae™
= (a®Acos(bt) — b* Acos(bt) + a®Bsin(bt) — b>Bsin(bt) + 2abB cos(bt) — 2abAsin(bt)) - e
invullen in de dv gesft:

GETAL EN RUIMTE VWO WD D4 H15 §5 -34- AUGUSTINIANUM (LW)



(a®Acos(bt) — b*>Acos(bt) + a’Bsin(bt) — b* Bsin(bt) + 2abB cos(bt) — 2abAsin(bt)) - e“ +
— 2a(-bAsin(bt) + bB cos(bt) + aA cos(bt) + aBsin(bt)) - e” +

(a® +b?)(Acos(bt) + Bsin(bt))-e“ =0

haakjes wegwerken levert nu 0= 0 dus klopt

Opgave 65:
a y"+6y'+8=0
A*+61+8=0
A+H(A+2)=0
A=—4 v A=-2
dus y=dAd-e™ +B-e® endus y'=—-44-¢™* —-2B-e™*
y(0)=1dus 4+B=1
y'(0)=-1dus —44-2B=-1

A+B=1 x 2
{—414—28:—1 x1
24+2B=2
{—4/1—28:—1 +

-24=1
A=
B=13

y(t)=—1e™ +1ie™
b. y"+6y'+10y=0
A +64+10=0
(L+3)2-9+10=0
(A+3)2=-1
A+3=i v A+3=-i
A=-3+i v A=-3-i
dus y(¢) = (4cos(t) + Bsin(t)) -e™
dus y' = (-=4sin(t) + Bcos(t)) - e + (Acos(t)) + Bsin(z)) - —3e™*
— ((B—34)cos(t) + (—4—3B)sin(1)) -
y(0)=1geeft: 4=1
'(0) = -1 geeft: B—34=-1
B=34-1=3-1=2
dus y(¢) = (cos(t) + 2sin(z)) - e
c. y'-8y'+16=0

22 —81+16=0
(L-4)2=0
A=4

dus y(¢t) = (4 + Bt)-e*
dus y'(¢) = B-e* + (A + Bt) - 4e*
y(0)=1dus 4=1
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y'(0)=-1dus B+44=-1
B=-44-1=-4-1=-5
dus y(¢) = (1-5¢) -e*
d y'+3+y=0
P +i=0
=-1
A=3i v A=-3i
y(t) = (Acos(3) + Bsin(37)) - e” = Acos(3¢) + Bsin(i¢)
dus y'(f) = -3 4sin(3t) + : Bcos(3¢)
y(0)=1geeft: 4=1
»'(0) =-1geeft: 1B=-1
dus B=-2
dus y(r) = cos(31) —2sin(3¢)

Opgave 66:
a x=-2+4y
i code . d? d)
differentiéren geeft: 4 = -2+

invullenin 4 = 2x -6y geeft:
_d_2y+ﬂ:2(_ﬂ+y)_6y

dr? dt

_dyy &= 2% +2y-6y

=t
—3dy—4y—0
b. y(O) 2] . = =x(0) + y(0) =—1-1=-2
c. y'-3y'-4y=0
AP -31-4=0
A-H(A+D)=0
A=4 v A=-1
y=A-e"+B-e’ dusy =44-¢* —B-e”'
y(0)=4+B=-1 y'(0)=44-B=-2
A+B=1
{4A—B:—2 +
54=-1
A=-%1dus B=11
y(t)=—ge" +1te

y_ 4 4 11 —t

x=-2L4y

= (~te" —1le7)+ 5e*+11
=fe¥ +1le —Le" +1ie”
3 4t+22
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Opgave 67:
a. asjehet blokje lodaat dan gaat het naar boven, dus F'is naar boven gericht en dus

positief, omdat u <0 isc>0
b. F=m-a=m-%

dt
ﬂ_i_—c-u

dt

c. &= =—u

dt 1

v is de snelheid waarmee u verandert, dus 4 = v

het blokje wordt naar beneden getrokken tot » = —1 en wordt op ¢ = 0 losgelaten
dus u(0)=-1env(0)=0

du __ d’u _ dv

d 9=vdusiy=2=
2

% =-u dus ¢ =—u

ofwel %+u=0

A +1=0

2 =-1

A=i v A=-i

dus u(7) = (Acost + Bsint)-e” = Acost + Bsint
u(=4=-1

u'(t) = —-Asint + B cost

W'(0)=B=0

dus u(¢) = —cost

Opgave 68:
a F=—404_T72 en <=

F

SRS

F
2

N[~

La = 204 36y

dr®

L4+ 204 +36u =0

A +201+36=0
(L+2)(A+18)=0

A=-2 v A=-18
u()=A-e* +B-e™
u(Q)=4+B=1
u'(t)=-24-¢e* -18B-¢ ™
v(0)=u'(0)=-24-18B =2

A+B=1 x 2
-24-188=2 |x1
2A+2B=2
—-24A-18B=2 +
-168 =4

B=-% dus 4=15
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u(t)=1te® -1

k*—4cm 40°—4.72.-8

b. D= e & =—11< 0 dus onderdemping ofwel een gedempte trilling
c. D=0
2 — pa—
Do k Zlcm _ 1600 2288m 50
m m

de noemer is atijd positief, dus moet gelden:
1600-288m >0

— 288m > —-1600
m<53
Opgave 69:
a F=-1000% 500y en “x=" = L
“m 1000
Y
‘Z’TZ';Jr%Jr%u:O
P +A+1i=0
(A+1)?-1+1=0
G+ 47 =4
A+i=3i v A+3i=-1i

u(t) = (Acos(3 1) + Bsin(31)) - *

u(0=4=1

w'(1) = (-3 4Sn(1) + 3 Boos(hn)) e ¥ + (A cos(3) + Bsin(31)-~3e ¥
u'(0)=43B-14=0

1B=14
B=4=1
u(r) = (cos(31) +sin(3 7)) - 7
b. D>0
D- k? —4cm _ k? —4-500-1000 _ k? — 2000000 S
m? 10002 1000000

k? — 2000000 > O
k? > 2000000

k < —+/2000000 = —1000v2 v K >100042

dus k >1000v2
Opgave 70:
a F=0-%—c.y
d_gzﬂz_i.u
dt m m
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},:i-\/% v ﬂ«=—i-\/%
u(t) = Acoslt- < J+ Bsin(t /=)

periode = 2z =2r @

<
m

dUSTZZﬂ'\/%
_ du
b. F——k'g—c'u
d_ZM:E:_L.ﬂ_L.u
dr? m m dt m

Lophdige.y=0
P+t l+<=0

D >0 geeft (£)* - 4.
(£)?—4c-m=>0
(£)? > 4c-m

>2\c-m

>0

£
m

3 =

Opgave 71:
k? —4cm
a D=———=

2
m

k2 — dem =0
k? =4cem
k = 24Jem = 24/25000- 30 = 1732
b. F =-1730-4 — 25000u
F

du _

@ 50

L4 — —34,64% —500u

L4 434,69 + 5001 = 0

A2 +34,61+500=0

(A +17,3)2 —299,29+500=0

(A +17,3)? = -200,71

2+173=i,/20071 v 2+17,3=-i,/200,71

A=-173+iy200,71 v A=-17,3-i,200,71

0
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A==-173+142 v A=-173-14,2i
u = (Acos(14,2¢) + Bsin(14,2t)) -e "
dus de eigenfrequentieis: %:2 = 2,3 Hz
c. 70 omwentelingen per minuut is 1,17 omwentelingen per seconde

het veersysteem krijgt dus ongeveer 2,34 keer per seconde een duw naar beneden,
waardoor resonantie kan ontstaan.

Opgave 72:
D= k? —4cem B k? —4-200000-1000 B k? — 800000000 _0
m? 1000? 1000000

k? —800000000 =0
k? = 800000000

k =/800000000 v k =-+/800000000 (k.n.)

k = 200002

b. F =-20000+/2 -4 — 200000u
P
1000

L4 = —20/2.4 — 200u

L4 12024 +200u = 0
2% +20722.+200=0
L;i‘/ﬁz—lo\/i

A=

u(t) = (A + Bt)- %2
u(0)=A4=15
u'=B-e 0% 4 (A4+ Bt)- e ™. 1042
u'(0)=B-10J2-4=0
B=10J2-4=10/2-15=15/2
u(f) = (L5+152 1) - e
c. u(t)=(L5+15J2 1) - = 0,01
neem y, = (1L5+15v2 - x)-e % en y, =0,01

intersect geeft x = 0,502
dus na ongeveer 0,5 seconde is de uitwijking minder dan 1 cm
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